Jorge J. Feliu Batlle

Respuesta temporal de sistemas de 1° y 2° orden

Orden del sistema: es el grado del denominador

Utilidad:
* Sirve para 1dentificar sistemas sencillos
* Sirve para estudiar el comportamiento de sistemas sencillos

* Sirve para disefar reguladores, filtros, ...

La respuesta se compone de dos partes: transitoria (y,(t)) y estacionaria (y,(t))
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Respuesta temporal de sistemas de 1° y 2° orden
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Respuesta temporal de sistemas de 1° y 2° orden

Tipos de senales de excitacion habituales

Impulso Escalon Rampa
do] u(t) | r(t) |
1/
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e 't t t
t
¢=0 :f o(ydt =1 Parabola Seno
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Respuesta temporal de sistemas de 1°y 2° orden

Relacion entre y () y la situacion de los polos
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Respuesta temporal de sistemas de 1° y 2° orden

Relacion entre y () y la situacion de los polos
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Respuesta temporal de sistemas de 1° y 2° orden

Relacion entre y () y la situacion de los polos
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Respuesta temporal de sistemas de 1° y 2° orden

Relacion entre y (t) y la situacion de los polos

S1 todos los polos tienen parte real negativa el sistema es estable

S1 algun polo tiene parte real positiva el sistema es inestable

Los polos reales dan respuestas NO oscilantes

Los polos con parte imaginaria dan respuestas SI oscilantes

Los polos en el origen dan respuestas “limitadamente estables”

Los polos sobre el eje imaginario dan respuestas “marginalmente estables”
Ante entrada impulso la respuesta de los sistemas estables tiende a cero

La respuesta es mas rapida cuanto mas alejados estan los polos del eje imaginario
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Respuesta temporal de sistemas de 1° y 2° orden

Sistemas de primer orden

Provienen de una ecuacion diferencial del tipo:

dy(1) du(t)
dt

ag +a;y(t) = by +bu(t) a;>0yb;>01i=0,1

L Y(s) Dbys+b
| > = Gandnch/del sistem
R

Y(s) _

Sistemas de primer orden simple |:> b, =0 I:> =
U(s) ATs+1
E) Un tnico polo real en -1/T (Cons@na@/ d?EemPD
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Respuesta temporal de sistemas de 1° y 2° orden

. oo o, YO K
1stemas de primer orden: U(s) Ts+1
Respuesta impulsional: U(s) = 1
Y(S)— ':> y(f)——e r (1=0)
y(t) 4 Valores caracteristicos
KITN y(0) = K/T
y(T) =0’37K/T
0°37K/T .
y(0) =- K/T?
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Respuesta temporal de sistemas de 1° y 2° orden

Y(s) K
U(s) Ts+]1

Sistemas de primer orden:

Respuesta ante escalon: U(s) = A/s

Y(s) = é> W(2) = AK@’ = ()
Ts +1 S

t .
y(t) 4 Valores caracteristicos
AK
y(0)=0
0°632AK 20’95AK y(T) =0’632AK
y(0) = AK/T

»

T 3T t
t, = tiempo de establecimiento
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Respuesta temporal de sistemas de 1° y 2° orden

. oo ton. YO __K
1stemas de primer orden: U(s) Ts+1
Respuesta ante rampa: U(s) = tg(0).1/s?
K 1 L _t
Y(S)=T 5 ) y(t) = K.ag(0)|t-T +Te /T (t=0)
S+

y)t
K

E=) Normalizando —> & = tg(ﬁ)@ J,[Te 4’ 1
J
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Respuesta temporal de sistemas de 1° y 2° orden

Sistemas de segundo orden

Provienen de una ecuacion diferencial del tipo:

2 2
ag 4 )0) +a 40 +a»y(t) = by M+bl du(t) +byu(t) a;>0y,b; >0 i=0..2
dr* dt dr*
S (O bos® +bys + b,
U(s) a0%+ ar
orden 2

Y(s) Ko?

Sistemas de segundo orden simple |:> b,=b,=0 |:>

U(s) 5% +28w,s +w?
w,: frecuencia natural no amortiguada (rad/s)

E: factor de amortiguamiento
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Respuesta temporal de sistemas de 1° y 2° orden

Sistemas de segundo orden:

Y(s) Kw?

UGs) 5% +2Ew,s + o}

2
Polos: § = —§w,, £ W,/ -1 |::> Dos polos complejos conjugados

I A
0< E <1 Oy
Wg
g=1 0
X X
E>1 v §>1
0<e<1 X

E=0

Casos

) § = *@, |

O<§<1 |:>S=—§C()ni0)n 1—52].

g=1

g>1

D s = —w),
) s = -£w, ia)n\/§2 —1
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Respuesta temporal de sistemas de 1° y 2° orden

Y(s) Kw?
U(s) 52 +28w,s + w?

Sistemas de segundo orden:

I 'y
............... X E=0

0< E <1 Oy
Relaciones

&,

N Q)
g = 1 0 ‘ M w,: frecuencia amortiguada = mnv 1-&2
X X :
E>1 i E>1 0,4: factor decrecimiento = Ew,,

0<g<1 X E=cos(0) (0<0<mn/2)
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Respuesta temporal de sistemas de 1° y 2° orden

Y(s) Kw?
U(s) 52 +28w,s + w?

2 -1
Kw L
Respuesta impulsional: U(s) = 1 |:> Y(s)= 5 L 3 I:>
7 +28w,s + w,

Sistemas de segundo orden:

e=0 = (1) =Ko, .Sen(a)nt)

0<E<1 mmm) y(1)=K O > .e_adt.sen(a)dt)
1-&

=1 mm) y()= K{a),% . e_w"tJ
> 1 mmd) y0)=K
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Respuesta temporal de sistemas de 1° y 2° orden
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Respuesta temporal de sistemas de 1° y 2° orden

AN
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Respuesta temporal de sistemas de 1° y 2° orden

2
: Y(s Kw
Sistemas de segundo orden: ©)_ 5 —
UGs) 57 +2&w,s +
2 -1
Kw A L
R ta ant l6n: U(s) = A = L —
espuesta ante escalon: U(s) =A/s EE) Y (s) . 5 —>

ST+ 28w, s+ w;; S

e=0 =) (1) = A.K|1-cos(w,t)|

0<E<1 mmm) y(t)=4K

| =

-Sw t
€§”S€I’l

(a)dt + 9)-

J1- &2

E=1 o) y(z)=AK[1-e‘”nf(1+wnz)_

E>1 =) y(1)=4K
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Respuesta temporal de sistemas de 1° y 2° orden
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Respuesta temporal de sistemas de 1° y 2° orden

E=0

‘L 0)<Ex1
AN

t(s)
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Respuesta temporal de sistemas de 1° y 2° orden

Valores caracteristicos de la respuesta transitoria

Step Response
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Respuesta temporal de sistemas de 1° y 2° orden

Valores caracteristicos de la respuesta transitoria

Tiempo de pico (t,): instante en el que se produce el maximo (y,,):
;T
P W,

Pico de sobreoscilacion (M,): diferencia porcentual entre y,, e y,.,:

| & ﬂ
M (%)= 2222 4100 = ¢ 1 100 = ¢ ) x100
yrp
Tiempo de subida (t,): instante en el que la senal llega por primera veza y,,:
aT—-0
L=
Wd

Tiempo de establecimiento (t,): instante en el que la sefial queda acotada
entre el £ 2%y, 0+ 5%y,

tS=0id(2%) 0 ts=aid(5%)
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Sistemas de 2° orden. Ceros y polos adicionales

11
915 \ pg \ 5 [ ; .
X

Cero adicional

t, baja si 0, sube €==) 7 tiende a I

t, baja si 0, sube {mmm)
M_ sube si 0, sube {zm)

t, no tiene una relacion directa con 6,

> A la izquierda de o,

[Polo adicional}
t, sube si 0 sube {mmm) P tiende a o

t, sube si 0 sube {mmm)
M, baja si 0 sube {mmm)

t; no tiene una relacion directa con 8,

4

S1 se pone a la derecha de o, el
sistema se comporta de forma
parecida a uno de primer orden
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Analisis de la respuesta estacionaria (errores)

Se estudia la capacidad del sistema para seguir las sefiales de referencia

UGs) +. E(s) Y(s).

.
»

_T | G(s)

K.N
o D(s(>s)
Y(s)  Gs) |

UGts) 1+G(s)

——

)~ L md e —L U

Uis) 1+G(s) YT TG

E(s)=U(s) - Y(s) |

1
I:,'> e, =lims U(s
P50 1+ G(s) (5)
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Analisis de la respuesta estacionaria (errores)

Senales tipicas de entrada:

ue) +. E©) Y(s).

G(s)

v

tr\

N

Escalon: u |::> U(s)=A/s |::> Error de posicion: e,
Rampa: u(t) =tg(0))t |::> U(s) = tg(0).1/s? |::> Error de velocidad: e,

Parabola: u(t) t2 |:> U(s) =2B.1/s? |::> Error de aceleracion: e,
1/2
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Analisis de la respuesta estacionaria (errores)

Error de posicion (e.)

. 1 4 y )
P S GG s s 12 G0) A
§—> §—> _
K, constante de error de posicion = lim G(s)
s—0 y,
. . B K.N(0)
S1 G(s) tiene cero polos en s =0 |:> K, = D) |::> TK I:> lep

S1 G(s) tiene un poloen s =0 |::> K,=o |:> e,=0
S1 G(s) tiene dos polos en s =0 |:> K, =0 |:> e,=0
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Analisis de la respuesta estacionaria (errores)

Error de posicion (e.)

y(t)

e N
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Analisis de la respuesta estacionaria (errores)

Error de velocidad (e.)

1 1
e, =lims——— tg(6’)— =tg(6) lim
" s=0 1+G(s) s=05G(s) | gy | _t20)
\% KV
K,: constante de error de velocidad = /lim s.G(s)
s—0

S1 G(s) tiene cero polos en s =0 |:> K,=0 |::>
Si G(s) tiene un polo en s = 0 |:> K N(O) |:> TK I:> lev

D(0)

S1 G(s) tiene dos polos en s =0 |:> K, = |:> e, =0



y(t)

Jorge J. Feliu Batlle

Analisis de la respuesta estacionaria (errores)

Error de velocidad (e.)

Ve—+
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Analisis de la respuesta estacionaria (errores)

Error de aceleracion (e.)

: 1 1 : 1 |
€a=llInS1 G )B 3=Blm}) 5 .
— + S —
s—0 S 50 57G(s) \ :> e, =
K,: constante de error de aceleracion = /lim s>.G

(s) e /

S1 G(s) tiene cero polos en s =0 |:> K,=0 |::> e, =
S1 G(s) tiene un polo en s =0 |::> K,=0 |:> e, = ©

S1 G(s) tiene dos polos en s =0 |:> K, = Kﬁljé;)) :> TK |:> lea

S1 G(s) tiene tres polos en s =0 I:I} K,=o |:> e,=0



y(t)
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Analisis de la respuesta estacionaria (errores)

Error de aceleracion (e,)

~
-~
-~

u(t) = B.t?

Ve—+
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Analisis de la respuesta estacionaria (errores)

Tipo de un sistema: nimero de polos en s = 0 de G(s)

UGs) +. E(s) =(€(s\>) Y(s).
_T R P (5) = L KNG
S Ds)
N sistema de tipo r
Tipo e, e, e,
0 K 0 0
1 0 e o0
2 0 0 o
3 0 0 0
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Analisis de la respuesta estacionaria (errores)

Realimentacion no unitaria

___________________

OISOl IR US) + B!+ oY)
H(S) < E\ H(S) 1 /,:
\___‘i ____________
, G(s)
U(s) + E(s) Y(s)=

G'(s)
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Respuesta temporal: Lugar de las Raices

Es una técnica grafica que permite ver la variacion de los polos de un sistema EN
LAZO CERRADO cuando cierto parametro k varia de 0 a oo . Permite realizar
estudios sobre:

e Régimen transitorio

» Estabilidad
* Diseno de reguladores R — 7.
g /—>G(S)=N(S)=K (S Zl)
... D(s) (s = p;)
g =S
Yo—Ttre) —{ G(s))
— : — Numerador

n

N R 1 LBRGE [

| KR(s) ¢
o V,
Segun varia k varian las raices de /+k.R(s)G(s)
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Respuesta temporal: Lugar de las Raices

Ejemplo
4
B 2N 4 St I
- S s+10
.
k Raiz 1 Raiz 2
-10 0
5 -9°47 -0°53
15 -8’16 -1’84
20 -7’24 -2’76
25 -5 -5
30 | -5+2°24j | -5-2°24j
35 | -5+3°16f | -5-3°16j

ﬂ
5 >
s +10s + k
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Respuesta temporal: Lugar de las Raices

Reglas para su trazado

» Permiten un trazado aproximado del L. R,
» Usan informacion en lazo abierto y en lazo cerrado

» Es necesaria cierta experiencia

EJEMPLO

+ K s+4
—»( ——» - =
s(s+3)

(s+5)(s2 +25+2)




D

2)
3)

4)
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Respuesta temporal: Lugar de las Raices

Calcular los polos y los ceros del sistema en lazo abierto (1.a.)

z,=-4,p,=0,p,=-3,p;=-5,p,=- 14), ps = -1-
El nimero de ramas es igual al nimero de polos en lazo abierto = 5

Las ramas comienzan en los polos en lazo abierto (kK = 0) y acaban en los
ceros en lazo abierto (kK = o). S1 el n° de ceros (m) es menor que el n° de
polos (n) entonces se supone que hay n-m ceros en el infinto > m=1,n=15

o

Los puntos del eje real que pertenecen al £.R, son los que cumplen que el n
de polos reales mas el nimero de ceros reales (l.a.) situados a su derecha es
impar. |

X ]
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Respuesta temporal: Lugar de las Raices

5) El L.R, es simétrico respecto al eje real

6) Lasramas del L.R, que terminan en el infinito son asintéticas a rectas cuyos

angulos con el eje real son: g, =M- g=0,1,2,---,n—-m~1

9

n—m

r
3 q:O:> qalzp/4

q=1 ==> q,=3p/4
q=2 =—> q,=5p/4
’ L q=3 ==> q,,=7p/4
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Respuesta temporal: Lugar de las Raices

7) Las asintotas cortan al eje real en un punto situado a una distancia dada por:

/ la.— la.
> =2p00sen a Ecerosen a

n—m

0-3-5-1+j-1-j-(-4)
m=1 » > s = —_1’5
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Respuesta temporal: Lugar de las Raices

8) Puntos de confluencia y dispersion
Son los puntos donde las ramas del L.R, entran o salen del eje real

Coinciden con los maximos y minimos relativos de K

-1 K
1+ K.R(s).G(s)=0=K = =>d =0=s5s=K
R(s)G(s) ds
-1 =S (st3)(st5)(s*+25+2)
K== 51 4) ==> K= 5+ 4) =>

s(s+3) (s+35)(s?+2s+2)

= %ZO > 255+ 255 + 11357 + 2212 + 184s + 60 =0 T—=>

,
4’34 + 0’ 668 j =—=> No puede ser X J
> s=1< -0"72+£0"37j =——=> No puede ser
b _ 9 x
\-2377 ——> K=6"93 } i . 20377
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Respuesta temporal: Lugar de las Raices

9) Puntos de interseccion del L.R, con el eje

1maginario parte real =0
s =jo T 1+K.R(5).G(s) =0 = = Kyow
parte 1imaginaria = 0
+4
[+ K— 5+9) =0 )

s(st3) (s+5)(s?+2s+2)

S =]jmw
S5+ 10s* + 3383 + 4652 + (30 + K)s + 4K =0 >
parte real = 0

3.j+ 10.0* - 33.0%j — 46.02 + (30 + K).oj + 4K =0 )
parte imaginaria = 0

10.0* —46.0%> + 4K =0

®.j—33.0°)+ (B0 +K)wj=0 > K=1063yw=1"13rad/s
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Respuesta temporal: Lugar de las Raices

g o s(s+3) —> (s . 5)(S2 +2542) > A %{
)Y
V /S

X &
—.
—_
&

V4
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Respuesta temporal: Lugar de las Raices

Propiedades:

Todos los puntos del L£.R, cumplen que:
LR(s)G(s)=QRqg+m; g2

La ganancia K que provoca la aparicion de un punto del L. R, es:
1

K =
G(s)R(5))

By+ B+ P (o +0,+03+0y)=(2q+1)p

pudiendo ser q =0, 1, 2, £3, ...

P1P2P3Py

~
Kc¢,c,cy
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Respuesta temporal: Lugar de las Raices

Valor de K para cualquier punto del £.R.

(Ko
)

T ) 1 H 1 3]

Ps

aK
s(s+3)

s+4

(s+5)(s2 +25+2)
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Respuesta temporal: Lugar de las Raices

Calculo de K que da lugar a polos con parte real predeterminada

A

Se calcula el polinomio caracteristico en lazo cerrado: 1 + K. R(s).G(s) =0
Se le aplica una traslacion de ejes: s, =s + a

s;=Jw y se igualan las partes real e imaginaria a cero
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Respuesta temporal: Lugar de las Raices

Calculo de K que de lugar a polos con parte real predeterminada

Ejemplo
. Que valores de K provocan la aparicion de polos con parte real -3?
s5+ 10s* + 33s3 + 4652 + (30 + K)s + 4K (obtenido anteriormente) > s, = + 3

> (s;-3)° + 10(s, - 3)* +33(s; - 3)> + 46(s, - 3)*> + (30 + K)(s,-3) +4K =0

operando

S, = jw
| > s,°-58,*+3s3+19s,2- (30 -K)s, +K I1::>
parte real = 0

®’j-5.0"-3.0j-19.0*-B30-K)oj+K=0 w0 >
parte imaginaria = 0

Ojo con los resultados de

> K=322yw=1127rad/s

S.wt—19.02+K =0

®.j—3.0wj-30-K)wj=0
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Respuesta temporal: Lugar de las Raices

1127

NG

1’127

v~

K=32"2

K=32"2

7
113




